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Аннотация. Актуальность и цели. Цель работы – численное исследование ТЕ-поля-
ризованных волн в слое, заполненном различными диэлектрическими материалами. 
Материалы и методы. Для получения численного решения задачи применяется ме-
тод пристрелки по параметру. Результаты. Численно найдены: комплексные и рас-
пространяющиеся вытекающие волны, комплексные и распространяющиеся поверх-
ностные волны. Выводы. Указанный численный метод является эффективным спосо-
бом нахождения приближенного решения задачи распространения электромагнитных 
волн. 
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Введение 
Анализ спектра вещественных и комплексных волн в открытых волно-

ведущих структурах менее развит по сравнению с теорией экранированных 
волноводов, которая входит во многие учебники и монографии по электро-
магнетизму. Диэлектрический слой (ДС) является одной из наиболее хорошо 
изученных волноведущих структур в электродинамике [1–4]. Фактически ди-
электрический слой является самым простым волноводом (с геометрической 
точки зрения), его дисперсионное уравнение можно записать в явном виде. 
Такая структура широко используется на практике (плоские оптические вол-
новоды – линзы). Однако до сих пор нет точных доказательств наличия (или 
отсутствия) бесконечного числа вещественных или комплексных собствен-
ных волн, распространяющихся в ДС. 

Актуальной задачей при изучении волноводов является классификация 
волн, существующих в структуре. В статье предложен численный метод рас-
чета постоянных распространения ТЕ-поляризованных волн в слое, запол-
ненном диэлектриком, неоднородным диэлектриком, диэлектриком с погло-
щением и метаматериалом соответственно. Расчеты произведены на разных 
частотах. Таким образом, численно найдены: комплексные и распространя-
ющиеся вытекающие волны, комплексные и распространяющиеся поверх-
ностные волны. 

В статьях [5, 6] выполнено численное исследование плоских диэлек-
трических и металл-диэлектрических волноводов. Численные результаты по-
лучены с помощью одного из вариантов метода пристрелки по параметру 
(см., например, [7, 8]). 

1. Постановка задачи 

Рассмотрим трехмерное пространство 3  c декартовой системой коор-
динат Oxyz , заполненное изотропной средой без источников, имеющей ди-
электрическую проницаемость 0 constcε ε ≡  и магнитную проницаемость 

0 constμ ≡ , где 0ε  и 0μ  – диэлектрическая и магнитная проницаемости ваку-
ума. Мы рассматриваем электромагнитные волны, распространяющиеся че-
рез слой 

( ){ }: , , : 0 .x y z x h= ≤ ≤  

Граница x h=  – это проекция диэлектрической поверхности. Граница 
0x =  – проекция идеально проводящего экрана. 

Мы предполагаем, что поля гармонически зависят от времени как 
exp( )i tω , где 0ω>  – круговая частота. 

Определение ТЕ-поляризованных волн сводится к нахождению нетри-
виальных решений системы уравнений Максвелла, зависящих от координаты 
z , вдоль которой структура регулярна, в виде i ze γ , 

 0

0

.
,

i
i

∇× = − ωε ε
∇× = ωμ

H E
E H

  (1) 

с граничным условием для тангенциальной составляющей электрического 
поля на идеально проводящем экране 
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0

0,y x
E

=
=   (2) 

и условием непрерывности тангенциальной составляющей электрического и 
магнитного поля на поверхности разрыва диэлектрической проницаемости 
x h= : 

 [ ]0, 0,y z x hx h
E H

==
  = =    (3) 

где [ ]
0 0 00 0

lim ( ) lim ( ).x x x x x
f f x f x

→ − → +
= −   

Мы не будем фиксировать условие излучения на бесконечности, пото-
му что мы хотим рассмотреть проблему для произвольных γ . 

Считаем, что относительная диэлектрическая проницаемость во всем 
пространстве имеет вид 

 
, 0 ,
, .c

x h
x h

ε ≤ ≤
ε = ε >
   (4) 

Мы также предполагаем, что ( ) cxε > ε  является непрерывной функцией 
на отрезке [ ]0,h , т.е. [ ]( ) 0,x C hε ∈  и Im ( ) 0xε = . 

Задача о ТЕ-поляризованных волнах представляет собой задачу на соб-
ственные значения для уравнений Максвелла со спектральным параметром 
γ , который является постоянной распространения волноводной структуры. 

Поле нормальной волны в волноводе можно представить с помощью 
одной скалярной функции: 

 : ( )yu E x= .  (5) 

Таким образом, задача сводится к нахождению тангенциальной состав-
ляющей электрического поля u . 

Принята следующая классификация волн [1–4]:  
• По параметру γ  – постоянной распространения: 
Определение 1. Распространяющаяся волна характеризуется действи-

тельным параметром γ . 
Определение 2. Затухающая волна характеризуется чисто мнимым па-

раметром γ . 
Определение 3. Комплекс волна характеризуется комплексным пара-

метром γ  таким, что Re Im 0γ γ ≠ . 
• По условию на бесконечности: 
Определение 4. Поверхностная волна удовлетворяет условию 

( ) 0,u x →  .x→∞  
Определение 5. Вытекающая волна удовлетворяет условию ( ) ,u x →∞  
.x→∞  
Замечание 1. Постоянная распространения γ  характеризует поведение 

волны (распространяющаяся, затухающая или комплексная) в z-направлении. 
Классификация волн поверхностных или вытекающих зависит от поведения  
в x-направлении. 
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Мы имеем следующую задачу на собственные значения для касатель-
ной компоненты электрического поля u : найти γ∈  такие, что существуют 
нетривиальные решения дифференциального уравнения 

 ( )2 2
0 0 0u u′′ + ω μ ε ε − γ = ,  (6) 

удовлетворяющие граничным условиям 

 0 0xu = =   (7) 

и условиям сопряжения 

 [ ] [ ]0, 0.x h x hu u
= =

′= =   (8) 

При x h>  мы имеем сε = ε ; из (6) получаем уравнение 

 2 0u u′′ − λ = .  (9) 

Выберем решение этого уравнения в виде  

 ( ) ( ); , ,h xu x e x h− λλ = >   (10) 

где 2 2 2
0 0 cλ = γ −ω ε μ ε  и λ  – новый (комплексный) спектральный параметр. 

Если Re 0λ > , мы имеем поверхностную волну. Если Re 0λ < , мы имеем вы-
текающую волну. 

При 0 x h< <  мы имеем ( )xε = ε ; тогда из (6) получаем уравнение 

 ( )2 0,u u′′ + η− λ =   (11) 

где 

 ( ) ( )2
0 0; ( ) .cx xη ω = ω ε μ ε − ε   (12) 

Определение 6. γ∈  называется характеристическим числом задачи, 
если существует нетривиальное решение u  уравнения (11) при 0 x h< < , 
удовлетворяющее (10) при x h> , граничным условиям (7) и условиям сопря-
жения (8). 

2. Численный метод  
Рассмотрим задачу Коши для уравнения 

 ( )2 0u u′′ + η− λ =   (13) 

с начальными условиями 

 (0) : 0, (0) : .u u A′= =   (14) 

Мы предполагаем, что решение задачи Коши (13), (14) существует, 
единственно, глобально определено на отрезке [ ]0,h  при заданных значениях 
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0,h  и непрерывно зависит от параметра λ . Из условия сопряжения на второй 
границе h  (8) получаем дисперсионное уравнение 

 ( ) ( ) ( ) 0u h u h′Δ λ ≡ λ + = .  (15) 

Из формулы (15) ясно, что значение ( )Δ λ  выражается через значения 
решения задачи Коши.  

Пусть iλ = α + β , где ,α β∈ . Тогда, взяв вещественную и мнимую ча-
сти от выражения (15), получим систему действительных уравнений для 
определения вещественной и мнимой частей комплексной частоты λ : 

 
( ) ( )
( ) ( )

1

2

, : Re 0,
, : Im 0.

Δ α β = Δ λ =

Δ α β = Δ λ =

  (16) 

Чтобы определить пару ,α β , мы будем численно решать систему урав-
нений (16). Решением каждого уравнения в (16) является кривая в плоскости 
Oαβ . Помещая обе кривые на одной плоскости, мы определим точки пересе-
чения кривых; эти точки являются решением исходной задачи (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Численное решение системы (16): синяя кривая – решение первого  

уравнения системы (16); красная кривая – решение второго уравнения  
системы (16); точка пересечения синей и красной кривых,  

обозначенная зеленым цветом, является решением системы (16) 
 
Разбивая отрезки по α  и β  на более мелкие отрезки, мы определим 

сетку, состоящую из узлов ( ) ( ),i jα β ; эти узлы мы используем для метода 
пристрелки. Решая задачу Коши (13), (14) для каждого узла сетки, вычисляем 
величины ( , )( )u i j h  и ( , )( )u i j h′  для каждого узла. В силу непрерывной зави-
симости решения ( , , )u h α β  от параметров α  и β  существует точка 

( )( ) ( )ˆ,i jα β  в плоскости Oαβ  (где ( )ˆ jβ  лежит внутри интервала ( )( ) ( 1),j j+β β ), 

такая что ( )1 , 0Δ α β = . Чем плотнее сетка, которую мы выбираем, тем более 
точное решение мы находим. Повторив эту процедуру для всей сетки, мы по-
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лучим набор пар ( ) ( ),p qβ β , образующих кривую (синяя кривая рис. 1), при-
ближенное решение уравнения ( )1 , 0Δ α β =  в плоскости Oαβ . 

Применяя ту же процедуру к уравнению ( )2 , 0Δ α β = , мы получаем 
еще одну кривую (красная кривая рис. 1) в плоскости Oαβ , которая является 
приближенным решением указанного уравнения. Очевидно, точка пересече-
ния (зеленая точка на рис. 1) расчетных кривых является приближенными 
решениями задачи. Если сделать сетку более полной, то эти решения могут 
быть настолько точными, насколько это необходимо. 

3. Численные результаты 
На рис. 2–5 представлены результаты расчета постоянных распростра-

нения для задачи ТЕ-поляризованных волн в слое, заполненном диэлектри-
ком, неоднородным диэлектриком, диэлектриком с поглощением и метамате-
риалом соответственно. Расчеты произведены на разных частотах.  

 

  
а) 0,25ω =  б) 0,5ω =  

  
в) 0,75ω =  г) 1ω=  

Рис. 2. Диэлектрический слой.  
Значения параметров: 0 04, 5, 1, 1, 4ch = ε = ε = ε = μ = η =  
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а) 0,25ω =  б) 0,5ω =  

 
в) 0,75ω=  г) 1ω=  

Рис. 3. Неоднородный диэлектрический слой.  

Значения параметров: 0 04, ( ) 5 , 1, 1, 4c
x xh x
h h

= ε = + ε = ε = μ = η = +  

 
Приведено численное решение системы (16): синяя кривая – решение 

первого уравнения системы (16); красная кривая – решение второго уравне-
ния системы (16); точка пересечения синей и красной кривых является реше-
нием системы (16); т.е. найдены комплексные (зеленые точки) и распростра-
няющиеся (желтые точки) вытекающие волны, распространяющиеся поверх-
ностные (фиолетовые точки) волны (рис. 2); комплексные (зеленые точки)  
и распространяющиеся (желтые точки) вытекающие волны, распространяю-
щиеся поверхностные (фиолетовые точки) волны (рис. 3); комплексные  
(зеленые точки) вытекающие и комплексные поверхностные (розовые  
точки) волны (рис. 4); комплексные (зеленые точки) вытекающие волны  
(рис. 5). 
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Таким образом найдены: комплексные и распространяющиеся выте-
кающие волны, комплексные и распространяющиеся поверхностные  
волны. 

 

 
а) 0,25ω =  б) 0,5ω =  

 
в) 0,75ω=  г) 1ω=  

Рис. 4. Диэлектрический слой с поглощением.  
Значения параметров: 0 04, 5 0,1 , 1, 1, 4 0,1ch i i= ε = + ω ε = ε = μ = η = + ω  

Заключение 
В статье предложен и реализован численный метод для решения задачи 

определения постоянных распространения (и затухания) для ТЕ-поляризо-
ванных волн в открытом слое, заполненном неоднородным материалом.  

Рассмотрены случаи заполнения слоя однородным диэлектриком,  
неоднородным диэлектриком, диэлектриком с поглощением и метамате-
риалом.  
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а) 0,25ω =  б) 0,5ω =  

 
в) 0,75ω=  г) 1ω=  

Рис. 5. Метаматериальный слой.  
Значения параметров: 0 04, 3, 1, 1, 4ch = ε = − ε = ε = μ = η = −  
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